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W. Henke WS 02/03
M. Welter

1. Übung zur Linearen Algebra I

(Abgabetermin: Mittwoch, den 30.10.2002, in den Übungsgruppen)

Aufgabe 1.
Beweisen Sie die folgenden Regeln des logischen Schließens: ‘

s Satz 1.3 (4)‚(8),(12)
t m (ii) Satz 1.3 (7)‚(10),(11)

l Aufgabe 2. s i l i
Negieren Sie die folgenden Aussagen:

0 In jeder Kölner Straße gibt es mindestens ein Haus, wo in jedem Zimmer ein
Fenster geöffnet ist.

(ii) (Parallelenaxiom der ebenen euklidischen Geometrie)
Zu jeder Geraden g der Ebene E und jedem Punkt p in E, der nicht auf g
liegt, gibt es genau eine zu g parallele Gerade g durch p.

(iii) In jeder deutschen Stadt gibt es eine Familie, in der jedes Familienmitglied
genau ein Haustier besitzt.

Aufgabe 3. s
In einem Tempel sitzen drei Götter in unbekannter Reihenfolge. Es sind: Der Gott
der Wahrheit, der immer die Wahrheit sagt; der Gott der Lüge, der immer lügt; und
der Gott der Diplomatie, der unvorhersagbar lügt oder die Wahrheit sagt. Auf die

. Frage, wer der Gott in der Mitte (also der‘ 2. Gott) sei, antworten sie:_ . .
1. Gott: „Der Gott der Wahrheit.“
2. Gott: „Der Gott der Diplomatie.“
3. Gott: „Der Gott der Lüge.“ .

Man folgere aus diesen Angaben die Sitzordnung der Götter. Ist die Lösung eindeu- w
. tig? ‚

Aufgabe 4. s
Seien A, B und C beliebige Aussagen. Prüfen Sie, ob folgende Aussagen wahr sind:

(i) (A => (B V 0)) <=> ((A A (wB)) => C)
(ii) (A :> B) <=> ((A /\ (-nB)) ä (—uA))
(iii) ((A => B) /\ (B => 0)) <=> (A => C)

Aufgabe 5. m
Seien A, B, C Mengen. Beweisen Sie '

' '(i) (ALJB)nC=(AnC)LJ(BnC) ' '
1



(AnB)LJ'C=(ALJC)n(BLJC) f
(ii) A\(BUÜ)=(A\B)0(A\C)

AHBUC) = (A\B)U(A\C)_ (in) t . .
A C B 4:» A u B = B »

‘ <:> A n B = A
A <=> A \ B = (i)

Aufgabe 6. s
Seien M, N, P Mengen.

(i) Falls M, N C P, so gilt: p
NCM<=>(P\MCP\N).

' . Gilt dies auch ohne die Voraussetzung M, N C P? '
(ii) Prüfen Sie nach, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind:

. a)M\(N\P)=(M\N)\P
b) (MnN)uP= (MUN)HP
c) ((NcM)/\(MnN=0)))=>N=0

' ' Anleitung: Wahre Aussagen sind zu beweisen, falsche durch ein Gegenbeispiel ' °
zu widerlegen.

_ ' *** _

Hinweise: -

1) >m<__bedeutet mündlich; >s<< bedeutet schriftlich.
2) Die Ubungsblätter sind auch im Internet unter der Adresse

http : //www . mi .uni-koeln . de/”mwe1ter/1aO203/ index . html
zu finden.

3) Die Klausur zur Linearen Algebra I findet statt am Samstag, den 08.02.2003,
von 9.30 bis 12.30 Uhr in der Aula. ' 4

O Bücher zur Linearen Algebra (=: L. A.) _

A. Beutelsbacher: L. A.‚ Auflage, Vieweg 2001 p _
' S. Bosch: L. A.‚ Springer 2001

E. Brieskorn: L. A. und Analytische Geometrie I/II, Vieweg 1983/1985
G. Fischer: A.‚ 13. Auflage, Vieweg 2002

(hierzu: Ubungsbuch von H. Stroppel, 3. Auflage, Vieweg 2001) V
"W. Greub: Linear Algebra (Graduate Texts in Mathematics) Springer 1995
K. Jänich: L. A.‚ 9. Auflage, Springer 2002
M. Koecher: L. A. und Analytische Geometrie, 4. Auflage, Springer 1999
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W. Henke WS 02/03
M. Welter

2. Übung zur Linearen Algebra I

(Abgabetermin: Mittwoch, den 06.11.2002, in den Übungsgruppen)

s Aufgabe 7:
Zeige, daß für beliebige Mengen X1‚X2,Y1‚l3 gilt:

((X1‚X2) = (Y1‚13))4=> (X1 = Yi /\ X2 = 53)-

s Aufgabe 8:
O Sei f : A —> B eine Abbildung. Weiter seien M, N C A und M, 1V C B. Zeige

(1) flMUNl = flMlUflNl
—1 „ „ -1 „ —1 „

(2) flMUNl = flMlUflNl
(3) flMnNl C flMlnflNl

" ’ —1 „ „ -1 „ —1 „ ’ '
(4) flMnNl = flMlnflNl

Zeige durch Angabe eines Beispieles, daß in (3) i.a. nicht z gilt.

Aufgabe 9:
Sei M eine Menge. Zeige:

0 s Es existiert eine injektive Abbildung M —> ‘J3(M
s (ii) Es existiert keine surjektive Abbildung M —> ‘J3(M
jFür jede Abbildung f : M —> SB(M) gilt

A I= {p 6 M I p 6€ f(p)} G ‘13(M)\f[Ml-

i (iii) In einem Dorf lebt ein Barbier, der genau diejenigen Männer des Dorfes l I
rasiert, die sich nicht selbst rasieren. Entscheiden Sie, ob sich der Barbier
selbst rasiert oder nicht.
Wie kann man den Zusatz zu (ii) zu Rate ziehen um zu erkennen, daß dies
kein Grund ist, an der (Widerspruchsfreiheit der) Mathematik zu zweifeln?

1



m Aufgabe 10:
Seien A, B, C, D Mengen. Zeige:

'('1) AxB:0 c> (A=(ÖVB=(D) i '
(2) (AUB)xC = (AxC)U(B><C)

(3) (AnB)xC = (AxC)n(BxC)
(4) (A\B)xC = (AxC)\(BxC')

(5) (AxB)n(C><D) = (AnC)x(BnD)

Zeige, dass (5) mit U statt F1 i.a. nicht gilt.

s Aufgabe 11:
Beweise oder widerlege, dass für jede Abbildung f : M ——> N und je zwei Teilmengen
M1, M2 von M stets gilt:

9 (i) flMil \f[Mz] c mm \ M21,
' ' (ii) f[M1]\flM2] 3 flM1\M2]- ' '

s Aufgabe 12: (Wie man eine Menge „duplizieren“ kann)
Sei M eine Menge. Zeige: Es existieren eine Menge M’ mit M n M’ = (D und eine
bijektive Abbildung f : M —> M’.
Zusatz: Man kann M’, f wie folgt wählen: Auf Grund von 2.8(i) existiert eine Menge
q mit q Q Dann ist M’ z: M X {q} eine Menge mit M n M’: (0 und es
existiert genau eine bijektive Abbildung f : M —> M’ mit f (p) = (p, q) für alle <
p e M.

2



' 1W. Henke . WS 02/03 "n ' i
M. Weiter » —

i 3.. Übung zur Linearen Algebra I .

V (Abgabetermin: Mittwoch, den 13.11.2002, in den Übungsgruppen) q

' m Aufgabe 13: l V i I _ V ‘
e Seien A1, A2, A3 Mengen und f1 -: A1 5-) A2, f2 : A2 —> A3 Abbildungen, also f2 o f1 :

A1 ——> A3 Abbildung. Zeige: V s .

injektiv V injektiv
- . . f1 und f2 surjektiv =:> f2 o f1 surjektiv _ _ . - . '
. bijektiv bijektiv

_ Belegen Sie durch Beispiele, daß “<2” jeweils falsch ist. .
(ü)  r „
- f2 o f1 injektiv :> f1 injektiv, _

V — ' f2o f1 surjektiv =:> f2 surjektiv. _ V V

.1 s Aufgabe 14: i ' l _
V Seien A eine Menge, R eine Äquivalenzrelation auf A und a, b G A. Zeige:

l l q ist äquivalent zu b modulo R <=> [a] R = [b] R. '
(ii) aist nicht äquivalent zu b modulo R ö [a] R n R = (Ü.

V ' Aufgabe 15: l _ l ' i’ " i
Bei dieser Aufgabe sollen die Menge Z der ganzen Zahlen sowie die Addition, Sub- '

O _ traktion und Multiplikation in Z als bekannt vorausgesetzt werden. Zeige: l

i ’ m Sei n G lN+ = {1‚2,3, . . Dann existiert Agenaueine Äquivalenzrelation
_ i R„ auf Z mit A V » l _ _ V

Vmez (aRnb ::> n|(a — b) (d.h. n teilt a — b)) ’

Beschreibe [a]R„ für a E Z. l .V
Bemerkung: Statt “aRnb” schreibt man üblicherweise “a E b mod n”. '

„ s (ii) Es existiert genau eine Äquivalenzrelation N auf Z >< Z* (wobei Z* ::
- f Z\ mit V _ f i

' ' V(q‚b)‚(C‚d)€Z><Z* ((a‚ b) N (c, d) s? d ' d = b} c) _



v Man definiert dann die Menge Q der rationalen Zahlen durch

Q := Z X Z*/ N A
. Eine rationale Zahl ist also eine Äquivalenzklasse

[(0, b)lw = {(c‚ d) 6 Z >< Z*|(a‚ b) N (C, 61)} G ‘HZ >< T)
Man schreibt % für [(a‚ b)]„. Dann gilt stets i

a - c a
V(a,b)EZxZ‘vc€Z‘ ’—’ E V g

Definition: Sei A eine Menge und sei S ein “System von nicht-leeren Teilmengen
von A”, d.h. per def.: S ist eine Teilmenge von %(A) und alle Elemente von S sind
nichtleere Teilmengen von A. Dann heißt per def. S eine Zerlegung von A, wenn
gilt: '

‘I’ 1.) vx‚yes(x;ey=>xny=m) und
US:UXGSX:A ‘

s Aufgabe 16: .
Sei A eine Menge. Zeige:

(i) Ist R ist eine Äquivalenzrelation auf A, so ist Al/R ist eine Zerlegung von
A.

- ' (ii) Ist S ist eine Zerlegung von A, so existiert genau eine Äquivalenzrelation ' °
R5 auf A mit ' v

VaJEA (dRSÖ 4:} 3x55 a E X /\ b E X).

(iii) R r—> A/R ist eine bijektive Abbildung der Menge aller Äquivalenzrelatio-
nen auf A auf die Menge aller Zerlegungen von A und besitzt S I—>=R5 als

’ Umkehrabbildung. '

s Aufgabe 17: - w
Seien M und N zwei Mengen, M 7E (Ü. Zeige: -

Es existiert eine injektiveAbbildung f : M —> N
<:> Es existiert eine surjektive Abbildung g : N —> M. _
(Tip: Benutze das Auswahlaxiom.)

2



W. Henke WS 02/03
M. Welter

4. Übung zur Linearen Algebra I

(Abgabetermin: Mittwoch, den 20.11.2002, in den Übungsgruppen)

Definition: Sei (M‚-)‚-e; eine Familie von Teilmengen einer Menge M, dQh. per def.:
I ist eine Menge und I ist eine Abbildung mit der Bildmenge {Mgli G I} C
‘IB(M Wir definieren dann 4

EM." I=U{Mil'5 E I} 2-} {P5 Mlielpe Mi}

und _ l

QM,-:=n{1k&|iefläfiieMlk/ggpelm}. _

m Aufgabe 18: '

(i) Sei f : M —+ N eine Abbildung,'sei (A4355; eine Familie von Teilmengen A
von M und sei (N355; eine Familie von Teilmengen von N. Dann gilt 4

fIU M4 = Uf[M.-] e g
‚ i6! iEI e

—1 —1
f (U M] = U f {M}

ieI iEI . '

. flnMi} C nflMil
iEI i6] _

" —1 —1
i i flflM-J = nflm} g l

e i6] iEI A

(ii) Sei X eine beliebige Menge. Zeige: Für jedes Y E X gilt Y C UX, also
' ist (Y)yeX eine Familie von Teilmengen der Menge UX. Der Spezialfall '

I z: X, M z: UX, Vyex My := Y der obigen Definition liefert i

Y: YYGX = X, Y: YY X = XYU U{ l } U n {N I 6 l Ü
ex X" Yex X” _

in Übereinstimmung mit unseren ffiiheren Bezeichnungen in 2.6 und 2.9.
1



s Aufgabe 19: '
Seien f : M ——) N,g : N —) K Abbildungen und A‚A1,A2 C M, B,_B1‚B2 C N,

l C C K. Zeige:

(i) (g o f) [A] = glfifil}, g
(g°‚f)“[01 = ‚Titan, '

_ (ii) f[ f r: f[M] n BC B mit Gleichheit, falls f surjektiv
—1
f [f D A mit Gleichheit, falls f injektiv

(iii) f [A1 \ A2] 3 f[A1] \ f[A2] mit Gleichheit, falls f injektiv i
—1 —1 —1
f [B1 \ B2] = f [B1l\ f [B2] '

s Aufgabe 20:
Sei A eine Menge. Nach 2.16 bezeichnet 2A die Menge {f |f : A —> {O‚ 1}} und A2

=2
bezeichnet die Menge f |f : {0, 1} —) A}. .

=2 _/ I

d (i) Gib eine kanonische bijektive Abbildung F : 2A -+ 413m) an.
(ii) Gib eine kanonische bijektive Abbildung G : A2 —> A x A an.

Aufgabe 21:
Seien A, B, C’ beliebige Mengen. Zeige (ohne Benutzung des Auswahlaxioms):

m (i) (#A=#B)A(#Bs#-C) =>#As#0’
(#AS#B)/\(#B=#Ü)=>#AS#C A _

s (ii) (#As#B)/\(#B<#C')=>#A<#C .
(#A<#B)’\(#BS#C)==>#A<#C i’

s Aufgabe 22: (R"- ist gleichmächtig zu R) l
Beweise: (i)#(R x R) = #R‚ (ii) wenn. #(R") = #11.
(Tip zu (i): Bekanntlich ist N x N abzählbar, also ist wegen #12 = #lN auch Q x Q i“)
abzählbar, folglich gilt #‘‚]3(Qx Q) = #‘B(]N). Beweise dann #(RXR) 5 #‘‚B(Qx Q)
ähnlich wie Aussage (1) im Beweis von 2.33 . .

g L *****

s Aufgabe 23: (eine Extra-Aufgabe fiii‘ Experten)
Seien M, N Mengen und i : M —+' N „eine injektive Abbildung. (Dann enthält also
N die zu M gleichmäichtige Menge M := als Teilmenge). Zeige: Es existiert
eine Menge N’ mit #N = #N' und M C N’.

' (Tip: Benutze Aufgabe 12.)

2



W. Henke WS 02/03
M. Welter

5. Übung zur Linearen Algebra I

_ (Abgabetermin: Mittwoch, den 27.11.2002, in den Übungsgruppen) _ _

m Aufgabe 24:
Definition: Es sei (G, eine Gruppe (mit neutralem Element e) und U C G. U
heißt Untergruppe (von G) genau dann, wenn (U, eine Gruppe ist.
Zeigen Sie, daß für eine nichtleere Teilmenge U C G die folgenden Bedingungen
äquivalent sind:

i (U1) U ist eine Untergruppe.
(U2) Für alle m,y e U gilt: 271 E U und at-y E U.

v 1 (U3) Für alle a3,y e U gilt: m - y“ G U. .

Aufgabe 25:

s Es sei n E lN+. Zeigen Sie (vgl. Vorlesung 3.2):
a) (S(M), o) ist eine Gruppe für jede Menge M 7€ (Ü. Insbesondere ist 5„

' ' eine Gruppe. - ' '
b) #52, = n!.
c) Für n 2 3 ist 8„ nicht abelsch.

m (ii) a) Wir betrachten die Drehungen um den Ursprung des R2 und Orthogonal-
Spiegelungen an Geraden des R2, die das folgende Rechteck A, B, G, D
in sich überführen (sog. Deckbewegungen): l

D0 = Drehung um 0°
D180 = Drehung um 180°

S, bzw. Sy = Spiegelung an der ac- bzw. y-Achse

o  .

_ Stellen Sie eine Verknüpfungstafel für das algebraische Gebilde (V, o) :=
({D0, D130, 8a„ S1,} ‚ o) auf, wobei o die Hintereinanderausführung der

. Deckbewegungen ist. Suchen Sie in der Tafel neutrale und inverse Ele- '
mente. Ist das Gebilde kommutativ? Zeigen Sie, daß (V, o) eine Unter- i
gruppe von (.S'(lR2)‚ o) ist. A

1



b) Wir setzen
a„:=(1 2 3 4) , a1:=(3 4 1 2),

‚ 02:=(2143),a3:=(4321).

‘ Zeigen Sie, daß (V21, o) := ({a0,a1‚0g,03} ‚ o) eine Untergruppe von S4
ist. '

c) Geben Sie einen Isomorphismus zwischen (V, o) und (V4, o) an.

s Aufgabe 26:

(i) Zeigen Sie, daß zu jedem (p, q) E Z >< lN+ ein eindeutig bestimmtes (d, 1") E
Z X 1N mit

pzdq+rundOgr<q
. — existiert. . - -

(Tip: Zeigen Sie, daß ein d E Z mit dq 5 p < (d + 1)q existiert.)
(ii) Es sei H C Z und für alle n E 1N

Q _ nZ := {nk|k e z}. _
Zeigen Sie:
H ist ein Untergruppe von Z, d.h. von (Z, +) <=> Hn E 1N : H = nZ.

(Bemerkung: Die Aussage in ist unter dem Namen Euklidischer Divisionsalgorithmus I
_ bekannt.) »

s Aufgabe 27:
Sei (G, eine Gruppe und für jedes a E G sei La : G —> G mit L„(b) = ab für alle
b E G die Linksmultiplikation mit a, also La E S(G)‚ d.h. La : G —> G bijektiv.
Zeigen Sie, daß

L : G ——> S(G) g
a +—> La

ein injektiver Gruppen—Homomorphismus ist.
Folgern Sie dann, daß jede Gruppe G zu einer Untergruppe von S(G) isomorph ist.

0 Insbesondere ist jede endliche Gruppe mit n Elementen isomorph zu einer Unter-
gruppe von Sn.

s Aufgabe 28:
Wir betrachten die folgenden Teilmengen von lR:
K1:={a‚ + b\/Z|a‚b E Z} und K2 := {a + b\/Z|a,b E Q}.
Untersuchen Sie, ob (K1, +, und (K2, +, Körper bzw. Ringe sind.

. 2 . .
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\ 6. Übung zur Linearen Algebra I

i (Abgabetermin: Mittwoch, den 4.12.2002, iniden Übungsgruppen)

s Aufgabe 29i
Es sei (G, eine Gruppe und U eine Untergruppe von G. Für g E G heißt die Menge

gU := {h E GElueg h = gu} C G i

eine Linksnebenklasse von U in G. Zeigen Sie nun :

(i) Für g E G ist #gU = #U.
0 (ii) Für g, h E G gilt entweder gU n hU = (Ö oder gU = hU.

(iii) Ist G und damit auch U eine endliche Gruppe, so existieren Elemente
g1,...,g‚ E G, so daß

A G z U giUy
11:1

_ folglich ist die Ordnung von U ein Teiler der Ordnung von G. Dabei ist die
Ordnung einer endlichen Gruppe definiert als die Anzahl der Elemente der
Gruppe. .

m Aufgabe 30: .
Es seien G und H Gruppen mit neutralen Elementen 6g bzw. eH und f : G —> H
ein Gruppen-Homomorphismus. Zeigen Sie:

' O (i) f(ec) = ea,
(ii) f(9‘1) = f(9)‘1 für alle g 6 G, .
(iii) Bildf := f (G) ist eine Untergruppe von H,
(iv) Kernf := f‘1(eH) = {g E G|f(g) =eH} ist eine Untergruppe von G.V

Darüber hinaus hat N :=Kernf die folgende Eigenschaft:

VgEGVwEN gmg-l E

Eine Untergruppe mit dieser Eigenschaft nennt man einen Normalteiler in _
_ G. r

‘ (V) f ist genau dann injektiv, wenn der Kern von f trivial ist, d.h. wenn
Kernf = {eg} gilt. _

1



s Aufgabe 31: » -
- Es sei G eine Gruppe.

(i) Sei a E G. Wir setzen a0 := eg und am” := ana für n E 1N. Weiter
setzen wir cf" := (a-l)” für n E lN+. Zeigen Sie, daß (a) := {a"|n E Z}
eine Untergruppe von G ist, genauer die kleinste Untergruppe‘die a als
Element enthält, und daß (a) abelsch ist. Mannennt (a) die von a erzeugte
Untergruppe von G.
Zeigen Sie weiter, daß die Abbildung f : Z —> (a) mit Vnez f = a" ein

i surjektiver Gruppen-Homomorphismus ist.
(ii) Folgern Sie: Ist G speziell eine endliche Gruppe der Ordnung k E lN+, so

gilt: l

VgeG3neN+ 9" = ec- i

0 Man setzt ord(g) := min {n E lN+|g" = eg} und nennt ord(g) die Ordnung
von g.

‘ Beweisen Sie, dass ord(g) die Gruppenordnung k teilt. -
(Tip: Euklidischer Divisionsalgorithmus und Aufgabe 29)

(iii) G heißt zyklisch, wenn esein g E G mit (g) = G gibt. Folgern Sie aus (ii),
daß Gruppen von Primzahlordnung stets zyklisch sind.

Aufgabe 32: '

s Sei nE lN‚n 2 2.
Beweise: Der Restklassenring Z„ = Z/nZ ist genau dann ein Körper, wenn
n eine Primzahl ist.
(Tip zu “<2”: Sei n = p eine Primzahl und sei r E {A1,...‚p— 1}, also
‘f E Zp \ Dann ist die Abbildung {0, . . . ‚p—— 1} —> Zps +——> F3 =ag

0 injektiv, also auch surjektiv. . "r E.
m (ii) Seien R1 = (R1‚+‚-)‚R2 = (R2,+,-) zwei Ringe. Auf der Menge R :=

R1 x R2 definieren wir eine Addition + : R >< R —> R und eine Multiplikation
-:R><R—>Rdurch

Vr1,s1€R1 (T1, T2) + (81, S2) I= (T1 + S1, T2 + 82) l
- rzßgERz

(T1,7"2)°(31,S2) := (T1S1,'I°2S2).

Zeige: Dann ist auch (R, +, ein Ring. ’
Im Fall R1 74 {0R,}‚ R2 74 {O32} ist R kein Körper (auch nicht, wenn R1
und R2 Körper sind).

2



i m (iii) Sei (G, +) eine abelsche Gruppe und sei R := {f 1 G —> GI f Gruppen-
Homomorphismus}. Für f1, f2 6 R definieren wir f1 + f2 : G —> G durch

x/„EG (f1 + f2)(a) := f1(a) + fg(a) und f1 o f2 : G —> G wie üblich durch
VaeG (f1 0 f2)(a) 3: f1(f2(a))-
Zeige: Dann ist (R, +‚ o) ein unitärer Ring. .

s Aufgabe 33:
Sei K ein Körper. F : K[t] —+ KK ordne jedem Polynom a = a0 +a1t+. . . +a„t" E
K[t] die Polynomfunktion F(a) 2 K —> K mit Vmex (F(a))(m):= a0+a1w+. . .+a„:r”
zu. Zeige:

(i) F : K [t] —> KK ist ein Ring-Homomorphismus des Rings K[t] (vgl. 3.8) in
den Ring KK (vgl. 4.2).

(ii) Im Fall eines endlichen Körpers ist F nicht injektiv.
Q (Tip: K = {Ich . . .‚k‚} ‚a := (t—k1)-...-(t—k‚) e K[t]\{0})Wir werden

später zeigen, daß im Fall eines unendlichen Körpers F stets injektiv ist} _

p ***** _

Hinweis:
Die Nachschreibeklausur zur Linearen Algebra I wird am Dienstag, den 25.3.2003,
von 9.30 bis 12.30 Uhr im Hörsaal I (WISO-Gebäude) geschrieben.

A a alpha I L iota P g rho
_ B ßbeta K n kappa E 0 sigma

. I‘ 7 gamma A Ä lambda T 7' tau
A 5 delta M ‚u my T v ypsilon
E e epsilon N y ny (I) qb phi
ZCZeta Efxi Xxchi
H 17 eta O o omikron \II w psi
6 19 theta H 7r pi Q w omega

3
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7. Übung zur Linearen Algebra I

(Abgabetermin: Mittwoch, den 11.12.2002, in den Übungsgruppen)

m ‘Aufgabe 34: . '
Sei V ein K—Vektorraum.

(i) Es seien v1, . . . ‚v, E V(r E N+). Zeige: . ‘
. bh" ' . bh" 'a.) v1, . . . ‚v, hnear { “ä: } z? V„Es‚ v„(1)‚. . . ,v„(‚.) hnear { “Eähäflagigglg } .

b) (3‚»„-e{1‚_„„}#‚- v,- = vj) => v1, . . . ‚ v, linear abhängig. i
c) v1 linear unabhängig <=> v1 9€ 0V. 1

‚ Seien U1, U2 C V Untervektorräume. ‘
‘ a) Zeigen Sie, daß ‚

U1 + U21={U1 +u2lfl1 E U1; ‘U2 G U2}
ein Untervektorraum von V ist. ‘

b) Beweisen Sie, daß die beiden folgenden Aussagen äquivalent sind:
(I) U1 n U2 == L_‚_„

(II) Jedes v E U1 + U2 besitzt eine eindeutige Darstellung v = v1 +ug
mit v1 E Uhu; E U2, d.l1. aus u1 +112 = 21141-11; mit 111,11’; E '
U1,'u2‚ 11g E U2 folgt ‘H1 = 11g und U2 = 11g.

(Falls (I) und (II) erfüllt sind, schreibt man U1 6B U2 2: U1 + U2 und
nennt U1 6B U2 die direkte Summe der Untervektorräume U1 und U2.)

- s Aufgabe 35: (Charakteristik eines Körpers)
Es sei K ein Körper mit Null- bzw. Einselement 0K bzw. 1K. Für n. E lN+ und
a E K definieren wir

1V‘ . n-a:=2:a:=a+---+a.
F-‘l n Summanden

char(K) E 1N, die sog. Charakteristik von K, ist definiert durch

611311102: min{n E N+|n - 1K =OK} ‚falls ein n E lN+ mit n - 1K = 0K existiert,
' O sonst. _

Zeigen Sie nun: i

(i) char(Q) = 0 und cha.r(Z„) = p für alle Primzahlen p.
(ii) Sind K, L Körper mit K C L, so gilt char(K) = char(L).
(iii)Istchar(K)=nEN+,sogiltn-a=0KfüralleaEK. .
(iv) Die Charakteristik eines Körpers K ist entweder Null oder eine Primzahl.l .



s Aufgabe 36: _ _ g

i: (i) Seien a, b, c 6 B. Zeigen Sie, daß die Vektoren (1,a,a2), (1, b, b2), (1, c, c2) G .
l R3 genau dann linear unabhängig über R sind, wenn a, b, c paarweise ver—

schieden sind.
(ii) Es sei {v}, . . . ,v„} eine Basis des R”. Zeigen Sie, daß dann auch {m1, . . . , w„}

mit '
7|

_ w, Z= U3‘) -" ‘U;
- j=1

eine Basis des B" ist. Gilt dies auch noch, wenn man den Körper R durch
' den Körper Z2 ersetzt? .

m Aufgabe 37:
Sei K ein Körper. Zeige: Der K-Vektorraum K[t] (vgl. 4.2, 3.)) besitzt eine unend— A
liche linear unabhängige Teilmenge. “

s Aufgabe 38: _

(i) Im n“ seien U1 der von M, 2:: {(1‚1,2‚ 1)‚'(o‚-—2,1‚0),(1,—1‚3‚ 1)} und
U2 der von M2 := {(3, 1,7, 3), (——3, 2, ——5, ——1), (O, 3, 2, 2)} erzeugte Unter-
vektorraum, (d.h. U,- := SpannM, für z’ = 1, 2).
Bestimmen Sie jeweils die Dimension und eine Basis von U1, U2,U1 n U2,
U1 + U2.

(ii) Seien u := (1,1,1),v := (1,1,—-1) G R3 und W z: Spann{u,v}. Finde .
' Zahlen a, b, c G R so, daß ein Vektor w = (z, y, z) genau“ dann in W liegt, '

wennaz+lry+cz=0gilt. '
l ****** .

- Eine Extra-Aufgabe für Experten l
s Aufgabe 39: (“Jeder Vektorraum besitzt eine Basis”)
Sei V ein K—Vektorraum (K beliebiger Körper), V 74 Zeige:

(i) Es existiert eine Basis (d.h. per def. ein linear unabhängiges Erzeugenden- ,
System) von V über K. Ist N eine nichtleere linear unabhängige Teilmenge _ ’ s
von V, so existiert sogar eine Basis M von V über K mit N C M.

(ii) Ist M eine beliebige Basis von V über K, so läßt sich jedes Element v E
V \ {O} auf genau eine Weise (bis auf die Reihenfolge der Summanden)
darstellen inder Forme == A1b1+.. .+Änbn‚ wobei n E N+,b1‚...,b„ G M

7 paarweiseverschieden und A1,...,z\„€K*. s

_ (Tip zu (i): Sei A C ‘J3(V) die Menge aller nichtleeren linear unabhängigen Teilmen—
gen U von V mit N C U. Mit der Definition Vy„g,e‚g (U; _<_ U2 :<=> U1 C U2) wird
(A, 5) zu einer geordneten Menge, und für jede Kette C’ in (A, S) ist U C eine obere
Schranke von C in (A, 5). Nach Zornschem Lemma existiert daher ein maximales
Element M von A bzgl. . . .) i

’ 2
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8. Übung zur Linearen Algebra I

(Abgabetermin: Mittwoch, den 18.12.2002, in den Übungsgruppen)

m Aufgabe 40:

(i) Sei K ein Körper. Beweisen Sie, dass dieVektoren (0,1,1,1), (1‚0,1,1), -
(1, 1, O, 1), (1, 1, 1, 0) E K4 genau dann linear abhängig über K sind, wenn
K die Charakteristik 3 hat. '

(ii) Untersuchen Sie für alle a: E IR, ob die Vektoren (0, 1, 2:), (1, m, 1), (z, 1, 0) E
R3 linear abhängig oder linear unabhängig über IR sind.

o s Aufgabe 41: i
Gegeben seien die folgenden drei Untervektorräume des R3:

' U Z= {(CC1‚1L'2‚.’II3) €R3|I1+I132+I3=Ü}, ' '

V := {(a:1,:1:2,m3)E lR3|m1 = 11:2},
W := {(a;1,a:2,a:3) E R3|a31 = 11:3 = O}.

(i) Bestimmen Sie Basen und die Dimension von U, V und. W.
(ii) Zeigen Sie: U+V= U+W=V+W=IR3.
(iii) Welche der Summen in (ii) sind direkt?

s Aufgabe 42:
Definition: Es sei K ein Körper. Ist f = f0 + f1t+ . . . + fnt” E K[t] \ {0}, so setze l
Ö(f) := max E ]N'|f,- 7ä 0} E 1N; Ö(f) heißt der Grad von f. f3”) heißt der höchste
Koeffizient oder Leitkoeflizient von f. Man beachte, daß für das Nullpolynom kein
Grad definiert ist.

o Zeige, daß Ö : K [t] \ {O} —> 1N die folgenden Eigenschaften hat:
- a) 3(f - g) = 3(f) + 5(9) für alle f‚g 6 Kit] \ {0}‚ - -

b) ö(f + g) 5 max{ö(f),ö(g)} für alle f,g E K[t] \ {O} mit f +g 74 0.
Dabei tritt jedenfalls dann Gleichheit ein, wenn ö‘( f) 74 ö(g). v

(ii) Man beweise den “Euklidischen Divisionsalgorithmus in K [t]” (vgl. Aufgabe
26(i)): Zu jedem Paar (f, g) mit f,g E K[t],g 7€ 0 gibt es genau ein Paar
(q, r) mit q, r E K[t]‚ so daß f = qg+r und entweder r = 0 oder Ö(r) < Ö(g)
gilt.
(Tip: Induktion nach Ö(f _

1



s Aufgabe 43: .
Es sei K ein Körper. Für n e IN setzen wir K„[t] := {f E K[t] I Ö(f) 5 n} U
Man überlege kurz, daß dies ein Untervektorraum von K [t] ist und untersuche dann, _
0b die folgenden Mengen von Vektoren linear unabhängig über lR bzw. ein Erzeu-
gendensystem oder eine Basis von lRg[t] bilden:

(i) M1={1,t—1‚t2—t,t3—t2}‚ ‚
(ii) M2 = {t2 — 7m? —1,t2 + 7t}‚ .
(iii) M3 = {t2 — 7, t2 —1,t2 + 7}, _
(iv) M4 = {(112 — 1)(t — 1) — 1,t2_(t—1)‚t—1‚t2‚t3}.

m Aufgabe 44: '
Sei V ein K-Vektorraum und sei f : V —> V eine K—lineare Abbildung mit f o f = f.
Zeige: ‘ v

(i) VaeBildf:=f(V) f (a) 2 6%
O (ii) V ist direkte Summe der Untervektorräume kernf := f‘1({0}) und Bildf .

‘ s Aufgabe 45:
Sei V der 3-dimensionale Z2—Vektorraum (Z2)3. Zeigen Sie: V hat genau sieben 1-
dimensionale und sieben 2—dimensiona1e Unterräume.
Bezeichne U1 die Menge der 1-dimensionalen und U2 die Menge der 2-dimensionalen
Unterräume von V. Ferner sei P die Menge der sieben Punkte in der abgebildeten
Figur, sowie L die Menge, deren Elemente die sechs Geraden und der Kreis in der
Figur sind. _
Geben Sie eine Bijektion cp : U1 —-> P und eine Bijektion 1b : U2 ——> L an, so daß

' folgendes gilt: Für jedes p 6 U1 und jedes Z E U2 "gilt p C Z genau dann, wenn cp(p) 4 '
auf 114€) liegt.

' 2 *****

l l . Am Mittwoch, den 11.12.2002 findet ab 20 Uhr im Seminarraum 2 des MI die tra- - -
ditionelle Nikolausparty statt, zu der Ihr alle herzlich eingeladen seid. Es gibt heiße
Musik und kühle Getränke (und warmen Glühwein)!

Eure Fachschaft Mathematik
A 2
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9; Übung zur Linearen Algebra I ’

(Abgabetermin: Mittwoch, den 8.1.2003, in den Übungsgruppen)

i . s Aufgabe 46: ‘ l . .

l Beweisen Sie Satz 4.20 der Vorlesung.
(ii) a) Entscheiden Sie (mit Begründung): Gibt es im lRm zwei 7-dimensionale

Untervektorräume U1, U2 mit dim(U1 F1 U2) = 3?
b) Seien U1, U2 zwei (n—1)-dimensionale Untervektorräume eines n-dimensionalen

K-Vektorraums V mit U1 74 U2 (n E IN, n 2 2). Zeigen Sie, daß dann
notwendig V = U1 + U2 gilt.

s Aufgabe 47:
Sei V ein K-Vektorraum. Eine K-lineare Abbildung f- : V —> V mit f o f = f
heißt idempotent (vgl. Aufgabe 44). Seien f1, f2 E HomK(V, V) idempotent mit
f1 o f2 = f2 o f1 = 0. Beweisen Sie: _

6 (i) mv) n f2(V) 7 {o}, I _  
(11) Kern(f1 + f2) = Kernfl n Kernfg,
(iii) (‚am e f2(V)) n Kernf1 n Kernf2 = {o},
(iv) im Falle Kern(f1 + f2) = {0} gilt f1 + f2 = idv. '
(V) Geben Sie ein Beispiel an, das zeigt, daß f1 7E 0, f2 7€ 0 und f1 + f2 7€ idv -

_ möglich ist.

m.Aufgabe 48: (Mächtigkeit endlicher Körper)

(i) Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über einem endlichen Körper
K. Beweisen Sie:

#V = (#K)dimx V.

(ii) Sei Lvein endlicher Körper und K ein Unterkörper von L. Zeigen Sie, daß L
ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum ist, wenn man als skalare Multi-

. " plikation K x L —> L die Beschränkung der Multiplikation von L versteht. “ -
(iii) Sei L ein endlicher Körper. Uberlegen Sie zunächst, daß K := {n - 1L | n G Z} '

(vgl. Aufgabe 35) ein Teilkörper von L ist, und zeigen‘ Sie dann, daß #K
eine Primzahl ist. Man nennt K den Primkörpefvon L.

(iv) Beweisen Sie, daß die Mächtigkeit eines endlichen Körpers stets eine Prim- ' Ä
zahlpotenz ist.

1



s Aufgabe 49: >
Seien K ein Körper, n 6 lN+ und am- 6 K(i‚j E {1‚ . ..‚n},i > j). Seien A‚B die
folgenden Matrizen:

0 0 . . . O

G21 l 5
A= 3 E aB:A+En-

5 0 > i
am a„‚„_1 0

Zeigen Sie:

(i) A" = 0,
(ii) B ist invertierbar, und es gilt (mit A0 := En)

 ' B'1= Zum/t’: « i '
i=0

0 s Aufgabe 50:

(i) Bestimmen ‘Sie den Rang (= Zeilenrang = Spaltenrang) der reellen Matri-
zen A‚ B und AB, wobei

3 5 1 4 ä i €15 _61
A2: 2.—111,B:= .

8 9 3 9 5 2 7 5 *-2 4 3 2
(ii) Bestimmen Sie mit Hilfe des Gaußschen Eliminationsverfahrens alle Lösun-

gen des folgenden reellen linearen Gleichungssystems Aas = b mit
1 1 1 1 1 1 ' e
1 0 1 0 1 1

‘ A‘23456’b'1' " '
A 0 2 2 4 4 '—1

>l<**** I

Wir wünschen allen Hörerinnen und Hörern ein frohes Weihnachtsfest e
und einen guten Rutsch ins Jahr 2003 .

. 2 .
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10. Übung zur Linearen Algebra I

4 (Abgabetermin: Mittwoch, den 15.1.2003, in den Übungsgruppen)

m Aufgabe 51:
Wir betrachten für a E lR die lineare Abbildung _

x1 4331 + 4562 + 5x3 + 35134
132fa:lR4—>]R3, x r——> m1+ax2+3z3 .

3 _ —3:r1 + 2x2 + 5x3 — 6x4 -
134

O . Bestimmen Sie dimp„(Bild(fa)) und dimR(Kern(fa)) in Abhängigkeit von _ 1 _
a.

(ii) Für welche a E lR ist fa injektiv, surjektiv oder bijektiv? i
(iii) Geben Sie für a = 2 eine Basis des Bildes und des Kerns von fa an, und

bestimmen Sie das Urbild von (3, —3, —21).

Aufgabe 52: l

s Zeigen Sie

' 1 2 3 4 5
1 3 5 7 9 -

A := 2 3 4 —7 11 G GL(5‚]R)
_ 1 2 -1 3 2

-2 —2 4 -2 3

' und bestimmen Sie die inverse Matrix A4 durch Lösen der linearen Glei- ' ‘
0 chungssysteme Am = e55) für i = 1, . . . ‚ 5.

m (ii) Es sei
a b

A .— (c E g

Zeigen Sie, daß A genau dann invertierbar ist, wenn ad — bc 7E 0 ist. Geben
Sie in diesem Fall die zu A inverse Matrix explizit an.

s Aufgabe 53: (GAUSSsche Methode der kleinsten Quadrate) l
Viele Naturgesetze in Physik, Biologie usw. werden durch eine lineare Abhängig-
keit y = f = am + b beschrieben, und es stellt sich die Aufgabe, die dar-
in vorkommenden „Naturkonstanten“ a und b zu bestimmen. Da diese oft nicht

1



direkt zugänglich sind, mißt man stattdessen zu n Werten t1, . . . ‚in die Funkti-
onswerte s1, . . . , 3„ und berechnet die Koeffizienten einer ebenfalls linearen Nähe-
rungsfunktion ga‚ß(m) = am + ß so, daß die Summe der Fehlerquadrate S(a, ß) :=

. Z;‘=1(ga_ß(t,) — f (12))? = E?:1(ati + ß — s1)2 minimal wird. Mit Hilfe der Differen-
tialrechnung in mehreren Veränderlichen läßt sich zeigen, dass man die gesuchten
Näherungswerte a, ß als Lösung des linearen Gleichungssystems

' öS(a, ß) n ' '
——--— = 2 t1 — 1' t1; = 0 '( 8a gar + ß s)

. 8S(a, ß) n "—— = t- — ,- = 0( aß 261,1, ß s)
in den Unbekannten a, ß erhält. '
Zeigen Sie:

(i) Das obige lineare Gleichungssystem ist genau dann eindeutig lösbar, wenn
nicht alle t,- gleich sind. Geben Sie die Lösung explizit an.

(ii) Berechnen Sie nach für folgende Wertetabelle die Näherungsgerade: —
t, 1 1,5 2 2,5

l s, 1,1 1,6 1,9 2,5

(Tipp zu (i): Beachten Sie die Identität (Beweis!)
' n n 2 1 n i i l

nztf — (2:1) = 5 Z(t1—tj)2.)
< 1:1 1:1 i,j=1

s Aufgabe 54: V _
Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum.
Definition: Eine Teilmenge X von V heißt afiiner Unterraum von V, wenn ein
v E V und ein Untervektorraum U von V existieren mit

X = v + U.
O _ Zeige:

' Ist X ein affiner Unterraum von V und gilt X = v U (v E V, U C V
Untervektorraum), so folgt v E X, U = {v1 — v2 | v1, v2 E X} und
Vvlex X = v1 + U, insbesondere ist U durch X eindeutig bestimmt.

' U heißt der Richtvngsraum von X, und man definiert die Dimension von ' '
- X durch dimX = dim U.

Jede einpunktige Teilmenge von V ist also ein O-dimensionaler affiner Un-
terraum von V. Die l-dimensionalen bzw. 2-dimensionalen affinen Un-
terräume von V heißen Geraden bzw. Ebenen, und die (n—1)-dimensionalen
affinen Unterräume heißen Hyperebenen.
Aus X = v + U = v1 + U1 (v, v1 E V, U und U1 Untervektorräume von V)
folgt U= U1 und v—‘v1 E U.

2



(ii) Sei r 5 n, und es seien r+ 1 Elemente v0, v1, . . . ‚v, E V gegeben. Dann exi- A
‚ stiert stets ein r-dimensionaler affiner Unterraum von V, der v0, v1, . . . ,v,

enthält.
Ferner sind die folgenden drei Aussagen paarweise äquivalent:

i a) Es existiert genau ein r-dimensionaler affiner Unterraum von V, der
v0,v1‚ . . .,v, enthält. .

b) Es existiert kein (r — 1)—dimensionaler affiner Unterraum von V, der
v0, v1, . . . ‚ v, enthält.

c) v1 — v0, . . . ‚v, — v0 sind r linear unabhängige Elemente von V.
Man nennt v0, v1, . . . ‚v, affin unabhängig, wenn die Bedingungen a), b), c)
erfüllt sind.

s Aufgabe 55: ’
Es sei (G, eine Gruppe. Für Teilmengen A, B C G definieren wir

A-B:= {ab|aEA,bEB}.
. In Übereinstimmung mit Aufgabe 29 definieren wir nun die Links- bzw. Rechtsne-

benklassen einer Untergruppe U von G’ durch gU := {g} - U bzw. Ug := U -
Zeigen Sie: —

(i) Ist U ein Normalteiler in G, d.h. gilt gU = Ug für alle g E G (vgl. Aufg.
30), so ist die durch gUGDhU := (g-h)U definierte Verknüpfung auf G/U :=
{gU I g E G} wohldefiniert und (G/U, (D) ist eine Gruppe.
Man nennt G/U die Faktorgruppe von G nach U.
(Bemerkung: Wir schreiben in Zukunft natürlich gU - hU statt gU CD hU .

(ii) Ist G’ eine weitere Gruppe und f : G —> G’ ein Gruppenhomomorphismus
mit U := Kernf , so ist die durch f (g) +——> gU für alle g E G definierte Ab-

. bildung <I> : Bildf —> G/U wohldefiniert und ein Gruppenisomorphismus; . .
insbesondere sind also Bildf und G/Kernf isomorph. _

C
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W. Henke WS 02/03
M. Welter

11. Übung zur Linearen Algebra I

(Abgabetermin: Mittwoch, den 22.1.2003, in den Übungsgruppen)

Aufgabe 56: '
Eine Matrix (aij) = A E M„(K) heißt obere (bzw. untere) Dreiecksmatrix, falls

'a,j=0fürallePaarei,jmit15j<i5n(bzw.15i<j5n)gilt.Sei 4 '

OD„(K) := {A E M„(K) | A ist obere Dreiecksmatrix} .
Analog bezeichne _UD„A(K) die Menge der unteren Dreiecksmatrizen. Zeigen Sie:

m a) OD„(K) ist ein Untervektorraum von M„(K) der Dimension
t . b) (GL(n, K) F1 OD„(K), ist eine Untergruppe von GL(n, K).

c) (OD„(K), +, ist ein Unterring von M„(K).
d) Die Aussagen a)—c) bleiben gültig, wenn man OD„(K) durch UD„(K)

ersetzt.
s (ii) Ist A E OD„(K) U UD„(K), so ist detA = an - -a„„.

s (iii) Sind B E M3(K),C' E Mt(K) und D E M(s >< t, K), so gilt

det ( 1g g ) = det(B)odet(C). _ u

- s Aufgabe 57: ' ' -
Gegeben sei eine Folge von endlich-dimensionalen K-Vektorräumen und K-linearen
Abbildungen A

{o}lß.vlibxgia‚..._fu.v„_l’_*i.v‚„i‚{o}
mit der Eigenschaft, daß Kernf,“ = Bildf, für alle z" E {0, . . . , k — 1} gilt. (Eine
solche Folge heißt exakte Sequenz). Beweisen Sie, daß dann

C k _  
Z(—1)'dimK(V,-) = o

. i=1 '
gilt, und folgern Siedaraus nochmals die Dimensionsformeln der Vorlesung für Vek-
torräume U1, U2, V, W mit V = U1 6B U2 und f E HomK(V, W):

dim V = dim U1 + dim U2,
dim V = dim Kernf + dim Bild

' Zeigen Sie, daß f genau dann ein Isomorphismus ist, wenn die Sequenz ' '

" {o} i‘; v i; w i2» {o}
exakt ist. i

1



_ s Aufgabe 58: ‚ . _

(i) Zeigen Sie, daß sich die beiden durch m1 + 3x2 — 4x3 = 25 bzw.
7x1 — 42:2 — 3x3 = 0 gegebenen Ebenen im R3 (welche davon sind Vek-
torräume?) schneiden, und bestimmen Sie ihre Schnittgerade.

(ii) Berechnen Sie für die beiden Geraden
gl := (5, 1, 4) + lR(1‚ ——1, 0),
92 := (-5, 7, 8) + lR(—2‚ 1,1)

l des R3 den Schnittpunkt und die Ebene, die beide Geraden enthält. Geben
Sie die Ebene sowohl in Parameterform als auch durch eine definierende
Gleichung (11951 + agzg + 0:323 = ß mit a1, a2, a3, ß E lR an.

s Aufgabe 59:

(i) Seien A,B E M(mxn‚ K) und C’ E M(nxr, K) (K bel. Körper, m‚n‚7" E
_ IN+). Beweisen Sie . _ ‚

O Rang(A + B) 5 RangA + RangB
Rang(AC') 5 min {RangA‚ RangC} .

(ii) Wir definieren eine Abbildung
V Spur : M„(K) —> K I
durch SpurA := 2;; aü, falls A = (ab). Zeigen Sie, daß für A, B E M„(K)
stets gilt:

Spur(A + B) = SpurA + SpurB,
Spur(AB) = Spur(BA).

Gilt auch Spur(AB) = SpurA - SpurB?

Aufgabe 60:

_ m Schreiben Sie die folgenden Permutationen jeweils als Prpdukt von Trans- _ _
' positionen "benachbarter Elemente: :

O 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5
3265411’ 54321’

.. . 1 2 - - o n —— 1 n .s (11) S610‘ = (2 3 . n 1) E Sn (n _>_ 2). Ferner seien 7 E Sn und

kE{1‚...,n}mit{7l(k)]iEll\I}={1‚...‚n}. >
Zeige: Dann existiert genau ein 7' E Sn mit

7(1) = k und 7 = TUT-l. _

2



‘ W. Henke WS 02/03
M. Weiter

12. Übung zur Linearen Algebra I

(Abgabetermin: Mittwoch, den 29.1.2003, in den Übungsgruppen)

s Aufgabe 61: A _ '
Lösen Sie das folgende Gleichungssystem mit der Cramerschen Regel

4 1131 ‘l’ 31152 + 413 = 19

' 2III1+5SC2+71II3+I4 = 32 ' '‚ '

—a:1 + 2:112 — 3:53 = —6

. 1 IE3+4CU4 = ‘"1 i

0 s Aufgabe 62: »

Sei n 6 IN+. Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen A‚B 6
MnÜR)

‚ 1 , falls 12.5 j
A Z (“"‘)""=1"""" m” a” z: {n+ 1 «j ‚ falls i > a’ '

- ‚ 1 ‚fallsz'+j=n+1 '
g _ B = (bij)i,j=1‚...,n mit bij 1= {O ' Sonst

m Aufgabe 63: (Vandermonde-Determinanten)
Zeigen Sie, dass für beliebige a1, . . . ‚ans 6 K gilt:

1 1 ... 1 _
(l1 CL2 . . . an

det a? aä _ ' ' ' 031 = H077" — a5).

_ A 5 E i<j
V afl a?“ a2“ g

_ Insbesondere sind die Vektoren v,- := (1,a,-,...‚a?"1) 6 K", i = 1,...‚n, genau .
dann linear unabhängig, wenn a1, . . . ‚an paarweise verschieden sind.

s Aufgabe A
Für n 6 lN+ definieren wir

' Mn(Z) I= {A = (aij)i‚j=1,...,n E MnÜR) |vi‚j6{1,...,n} au" G Z}- l '
Zeige für A 6 M„(Z): det(A) 6 {1‚ —1} <=> EIBGMAZ) AB = En1 _



Aufgabe 65:
Es sei V ein K—Vektorraum und U ein Untervektorraum von V. Dann sind (V, +) _ _

Q und (U, +) insbesondere abelsche Gruppen, und die in Aufgabe 55 eingeführte Fak-
torgruppe (V/U, 6B) mit

_ Vvhuzev (U1+U)G9(’IJQ+U) Z= (U1+’U2)+U

ist definiert.
Ist v e V und /\ E K‚ so definieren wir eine Skalarmultiplikation (D auf V/U durch:

‚\®(v+’U) := ‚\v+U. '

m Man überlege sich zuerst, daß die oben definierte Skalarmultiplikation un-
abhängig Von der Wahl des Repräsentanten der Nebenklassen ist. Dann
zeige man, daß (V/U, 6B, Q) ein K-Vektorraum ist. Man nennt V/U den
Faktorraum (des Vektormums V nach seinem Untervektorraum U

s (ii) Es sei U der durch die Vektoren (1,3‚4, 2) und (3, 2, 7, 7) aufgespannte
Unterraum des R4. Bestimmen Sie eine Basis von IR4/U.

0 s (iii) Man zeige: Ist V ein endlich—dimensionaler K-Vektorraum, so gilt:
' dimKV = dimKU+dimK(V/U). ' ' '

(Bemerkung: In Zukunft schreiben wir + und - anstelle von 69 und G.)
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4 _ W. Henke ' ' ' i _ i ‘W5 02i/Ü3 . „ _
‘ M. Weiter - ' . _

13. Übungzur Linearen Algebra „I 4 i

(Abgabetermin: Die Aufgaben sind für Mittwoch, den 5.2.2003, mündlich vorzubereiten.)

Aufgabe 66: H . _
i Sei 8 := 53 die kanonische geordnete Basis des R3, B := ((1, 2, 3), (1, 2, (1,0,

v und ß _ - . _
_ - f : 1123 —» IE3 i

((1)1, IE2, (I33) l-b + IE2 + 2:53, .731 + 1113, "131 + I2).

l . Berechnen Sie den Kern und das Bild von f. Geben Sie eine Basis von v .
0 R3/Kernf an. _ _ g

Bestimmen Sie 'Mgg(f), Mgß(_f)‚ und _ l

- Aufgabe 67: _' J i _ _ ' '
Es sei B := (sinx,cosnsinxcoscasinz x‚cos2 w) und V := SpannRB C C'°°(lR)‚ ‘ g
wobei C'°°(IR) den Vektorraum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen
f : lR —++ lR bezeichnet. Wir betrachten die Abbildung

. ' D : V —> V V l .
l f ’—) f’: '

wobei f’ die erste Ableitung von f bezeichnet. _ _

(i) Zeige: D ist ein wohldefinierter Endomorphismus und B ist eine Basis von i n.

Bestimmen Sie die Matrix M33(D). _
0 (iii) Bestimmen Sie den Kern und das Bild von D (durch Angabe von jeweils

' einer Basis). ‚ '

Aufgabe 68: ' . i l
Seien V, W endlich-dimensionale K-Vektorräume und f G Hom(V, f* E Hom(W*‚ V*) _

‘ sei die zu f duale Abbildung. Zeigen Sie: ' . ' _

i Ad f Monomorphismus (d.h. injektiv) => Elgiegomi(mv) g o f = idv i .
f Epimorphismus (d.h. surjektiv) :> HgEHOmU/KV) f o g -__— idw

z .g (ii) f Monomorphismus ä f* Epimorphismus A _
a t f Epimorphismus :> f* Monomorphismus _ _ .

. 1 -



V Aufgabe 69: d. .
Es seien U, V,'W endlich-dimensionale K—Vektorräume und g : U —> V, f : V —> W '
zwei lineare Abbildungen.’ Zeigen Sie: Ist i -

U L V w "
eine exakte Sequenz, d.h. gilt Bild(g) = Kern(f)‚ so ist auch die Sequenz der dualen

- Abbildungen _ _ _ ' "A
W: i4 V1: L) U»: _ ' . „

exakt." -
* (Tip: Es ist also Bild(f*) = Kern(g*) zu zeigen. Für den Beweis von 3 starte
man zweckmäßigerweise mit einer Basis von Kern(f), die man zu einer Basis von

_ ' Verweitere. Dann gehe man zu einer geeigneten Basis von W ‚über und finde zu
vorgegebenem (p E Kern(g*) ein w 6 W* mit (p = w o f.) * ’

***** ; H . ' .

. Hinweise: _

' o Wenn Sie sich nicht in der Übungsstunde am 29.01.03 zur Klausur ange-
meldet haben, so können Sie dies noch nachholen, indem Sie sich in die am

_ ' Raum 019 im Mathematischen Institut aushängende Liste eintragen. _ _ '
A o Zur Klausur ist ein Personalausweis, Schreibzeug und "eventuell Verpflegung

und Getränke mitzubringen. Papier wird bereit gestellt. Weitere Hilfsmit- _
. tel, wie z.B. Taschenrechner, sind nicht gestattet. —

A0 An der Nachklausur am 25.3.2003 darf nur teilnehmen, wer an der Klausur,
" am 8.2. teilgenommen hat oder nachweislich an diesem Termin verhindert

war. ' l ' - V

. 2 _  



W. Henke Sommersemester 2003 .
v M. Schölpen

' 1. Übung zur Linearen Algebra II

(Abgabetermin: Mittwoch, den 30.04.2003, in den Übungsgruppen)

Aufgabe 70:

(i) (m) Seien A,B E M„(K) \ {0} mit AB = 0 E M„(K). Zeigen Sie, dass
hieraus det A = det B = 0 E K folgt.

O (ii) (s) Berechnen Sie für A E K die Determinante der folgenden Matrix

1 A A2 W4 M“
An“ 1 ‚\ AM3 M“

A := : : : : : E M„(K

A A2 A3 AM1 1

Aufgabe 71 (s): H
Eine Matrix A = (aij)‚-‚j=1____‚„ E M„(]R) heißt stochastische Matrix, wenn Vmaij 2 0
und Vi Z aij = 1. Zeigen Sie:

i .

(i) Mit A und B ist auch die Produktmatrix AB eine stochastische Matrix.
(ii) 1 ist Eigenwert jeder stochastischen Matrix.

Aufgabe 72 (s): _ _
Sei V := C°°(R) der (unendlich-dimensionale) R-Vektorraum aller unendlich oft
differenzierbaren Funktionen R —> R. Zeigen Sie:

(i) Die Abbildung D : V —> V, f I—> Df := f’, ist ein Endomorphismus von
V.

(ii) Jede reelle Zahl A ist Eigenwert von D. Die Funktion f‚\ E V, definiert
durch V3611; fÄ(a:) := e”, ist ein Eigenvektor von D zum Eigenwert A, und i
es gilt Eig‚\(D) = Rf‚\, insbesondere ist Eig‚\(D) eindimensional.

1 _ t



' Aufgabe 73 (s): l '
Seien ßl, . . . ‚ßn E K (K beliebiger Körper, n 2 2) und sei ‘

0 0 . . . 0 —ß1
V1 0 . . . 0 —ß2

A2: 0 1 5 5 €M„(K).
g 0 _ßn_1 .
0 . . . 0 1 —‚Ü„

Zeigen Sie: PA = (-1)"(‚ß1 + ‚Üzt + . . . + ßntfwl + t").

Aufgabe 74 (m):
Sei K ein Körper. - '

V Zeigen Sie, dass in der Menge K[t] >< (K[t] \ durch A

Q (9, h) N (92 h’) r<=> 9h’ = g’h _ *
b eine Äquivalenzrelation definiert wird. __ '

K(t) sei die Menge der Aquivalenzklassen. Die zu (g, h) gehörige Aquiva-
lenzklasse sei mit ff bezeichnet. Somit ist ff = g; c> gh’ = g’h.

(ii) Zeigen‘ Sie, dass in K(t) die Verknüpfungen

g+z.=ah'+hs' g.g:-=LI i
h h" hh’ ’ hh" hh’

wohldefiniert sind.
(iii) Zeigen Sie schließlich, dass K(t) mit diesen Verknüpfungen zu einem Körper

wird. Indem man g G K[t] mit 511 E K(t) identifiziert, wird K(t) zu einem
Oberkörper von K .K(t) heißt der Körper der rationalen Funktionen (in
einer Variablen). '

A Hinweise: l - l l

O 0 >(m)<< bedeutet, dass die Aufgabe mündlich für die Übungen vorzubereiten
ist; >_>_(s)< bedeutet, dass die Aufgabe schriftlich zu bearbeiten ist. g _

o Die Ubungsblätter sind auch im Internet unter der Adresse
http: //wWw.mi.uni-koeln.de/Forschung/Henke/Lineare_Algebra_II/

zu finden. A ‘ _
o Die Klausur zur Linearen Algebra II findet statt am Samstag, den 02.08.2003,

_ von 14:30 bis 17:30 Uhr in der Aula.



W. Henke Sommersemester 2003
M. Schölpen

2. Übung zur Linearen Algebra II

l (Abgabetermin: Mittwoch, den 07.05.2003, in den Übungsgruppen)

Aufgabe 75 (s):
- Seien K ein beliebiger Körper und Ä G K. Zeigen Sie, dass die beiden folgenden

Matrizen A, B G M„(K) ähnlich sind:
/\ 0 A 1 0

A2: 1 ‚ B:= =A‘
0 1 A 0 Ä

(d.h. aij = Aöij + 6‚-_1„- und bij = A613 + 6‚-„-_1 für i,j = 1,. . . , Geben Sie explizit
eine Matrix C’ G M„(K) an mit B = CAC“.

Aufgabe 76 (m):

(i) Sei A G M„(C). Zeigen Sie: A G (C ist genau dann Eigenwert von A2, wenn
es einen Eigenwert p G C von A mit M2 = A gibt.

(ii) Geben Sie eine Matrix A G M„(]R) an mit der folgenden Eigenschaft: A2
V besitzt einen Eigenwert A G R, der nicht Quadrat eines Eigenwertes ‚u G R

von A ist. '

O Aufgabe 77 (s): Diagonalisieren Sie die folgenden Matrizen:

(i) i
5 —6 -6

' -1 4 2 G M3(R);
» - 3 -6 -4 z

(ii) '
i ( 23i: Zälsnaa ) G M2(Q)‚ wobei a G] —— 7r‚7r[\{0} C R.

1



Aufgabe 78 (s):
Seien A, B E M„(C). Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen:

(i) Ist v e C" ein Eigenvektor von A und von B, so ist v auch ein Eigenvektor .
von A + B.

(ii) Ist A G (C ein Eigenwert von A und u G (C ein Eigenwert von B, so ist Ä + ‚u
ein Eigenwert von A + B.

—1
(iii) Ist A invertierbar und ist A e C Eigenwert von A, so gilt A aß O und ‚\ ist

Eigenwert von
(iv) Ist A diagonalisierbar und existiert ein k e N+ mit Ak = 0, so folgt A = 0. _

_ Aufgabe 79 (s): V Q
Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und seien f, g E End(V) zwei diagonali-
sierbare Endomorphismen mit f o g = g o f.

o Zeigen Sie: Dann sind f und g simultan diagonalisierbar, d.h. es existiert eine geord-
nete Basis A von V derart, dass sowohl M‚4(f) als auch M‚4(g) Diagonalmatrizen
sind.



W. Henke Sommersemester 2003
M. Schölpen 4

3. Übung zur Linearen Algebra II

(Abgabetermin: Mittwoch, den 14.05.2003, in den Übungsgruppen.
Alle Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.)

Aufgabe 80:
Sei V := KN der unendlich-dimensionale K-Vektorraum aller Folgen in K. Zeigen
Sie, dass durch , |

f((a0,a1,a2‚ . . := (a1,a2,a3, . . und g((ao,a1‚a2‚ . . := (0,a0,a1,a2, . .
Endomorphismen f, g E End(V) definiert werden und bestimmen Sie alle Eigenwerte
und die zugehörigen Eigenräume von f und von g.

C Aufgabe 81:
Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f E End(V). ‚A sei eine geordnete

_ Basis von V und A := MA(f) sei die Matrix von f bzgl. A. _ _
Zeigen Sie: Die Menge {M5(f) | B geordnete Basis von V} aller Matrizen von f
bzgl. geordneter Basen von V ist gleich der Menge aller zu A ähnlichen Matrizen.

Aufgabe 82:
Sei A = (aij)i‚j=1„__‚n E M„(K) eine obere Dreiecksmatrix, also {1,-j = 0 für alle
i, j E {1, . . . ,_n} mit i > j. Zeigen Sie, dass dann die beiden folgenden Aussagen
zueinander äquivalent sind:

(i) a1,» = 0 für alle i‚j E {1, . . . ,n} mit 2' 2 j (d.h. A ist eine strikte obere i
Dreiecksmatrix) .

Ä (ii) HkGNAk = 0, d.h. per def.: A ist nilpotent.

U Aufgabe 83:
Sei V ein K-Vektorraum und sei f E End(V) mit der Eigenschaft, dass jedes v E

_ V\ {0} ein Eigenvektor von f ist. Zeigen Sie, dass dann ein Ä E K existiert mit _
f = A idv.

Aufgabe 84: *
Sei V ein n-dimensionaler-K—Vektorraum und sei f E End(V). Zeigen Sie, dass f
diagonalisierbar ist, falls eine der beiden folgenden Bedingungen erfüllt ist:

(i) f2 = f, (d.h. per def.: f ist idempotent);
— (ii) f2 = idv und char(K) 7E 2.

Ist die zusätzliche Voraussetzung char(K) 7€ 2 in (ii) notwendig?
1



W. Henke ' Sommersemester 2003
M. Schölpen

4. Übung zur Linearen Algebra II

(Abgabetermin: Mittwoch, den 21.05.2003, in den Übungsgruppen. .
' Alle Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.) ‘

Aufgabe 85:
Seien A, B E M„(K) (n 2 2). Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Jeder Eigenwert von AB ist auch Eigenwert von BA.
(ii) Jeder Eigenvektor von AB ist auch Eigenvektor von BA.

Aufgabe 86: l
Sei V ein n-dimensionaler K—Vektorraum und sei f E End(V) mit

_ Pf = (—1)"(t—)\1)-...-(t—)\„)‚
wobei A1, . . . ‚ An E K. Zeigen Sie, dass dann für alle h E K[t] gilt: 4

Phm = (-1)"(t - h(»\1))--.-°(t - h()‘n))'

Aufgabe 87: ' '
Seien V ein n-dimensionaler K—Vektorraum, seien f, g E End(V) und sei f
trigonalisierbar. Zeigen Sie:
f und g haben genau dann keinen gemeinsamen Eigenwert, wenn Pf(g) E End(V)
invertierbar ist.

O Aufgabe 88:
Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum‚ A eine geordnete Basis von V,
f E End(V) und A := MA(f) E M„(K). Zeigen sie:
f ist genau dann nilpotent, wenn A nilpotent ist.

i _ Sind f und A nilpotent, so haben f und A denselben Nilpotenzindex. „

Aufgabe 89: - _
Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und sei f E End(V) nilpotent vom Index n
(n 2 2). Ferner sei k E N mit k 2 2. Zeigen Sie, dass kein g E End(V) existiert mit
9" = f .

1 _
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5. Übung zur Linearen Algebra II ‘

(Abgabetermin: Mittwoch, den 28.05.2003, in den Übungsgruppen.
Alle Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.)

Aufgabe 90:
Sei (a„)„eN die Folge der Fibonacci-Zahlen, d.h. a0 = 0, a1 = 1 und a„ = a„_1 +a„_2
für n 2 2 (vgl. 7.40). Zeigen Sie:

. „_ „ o 1 "
(I) Vn€N+ ( aanl ayall+l j z ( 1 1 j

(ii) VneN+ a„+1a„_1 — a3, = (—1)"

0 - (iii) V„„„€N+ am“, = a„‚_1a„ + aman“ l >

(iv) V‚„‚„€N+ (n teilt m => an teilt am)

(v) VmeN+;m‚e4 (am Primzahl => m Primzahl)

Gilt in (V) auch „<=“?

Aufgabe 91:
Seien h, g1, 92 E K[t] normierte Polynome mit h = glgg und sei

h=H(t—)\‚-)=(t—>\1)-...-(t—‚\„) l
i=1 -

Ä1‚...‚)\«„ G

0 Zeigen Sie, dass dann eine disjunkte Zerlegung {1, . . . ‚ n} = I1 U I2 existiert mit

91 = H(t—/\i)11nd92= H(t—)\i)' ‘
i611 i612 e

(Dabei sei (t — Ai) := 1, falls I) = 0.)
iGIj

Aufgabe 92: A
Sei A E GL(n‚ C) mit

PA =ao+a1t+...+a„t”.
Zeigen Sie:

P.1 = EM +a 1t+.. +agt")
A a0 n n- l

1



Aufgabe 93: _ i
Seien K ein Körper, A E K und k E N+. Dann heißt die Matrix

A O

J(‚\, k) ;= 1 _ e M‚„(K)
0 1 Ä

’ Jordan-Block der Länge k zu /\. Zeigen sie, dass für alle m E N4, gilt: ' "

‚\m 0 . . . . . . . . . 0
Am-l Am ' . _

m m—2 mAm-lJ<xk>m= (2)5 (I). . . . . eMkuo.
5 E X" Oo (‚growrhks <kr2>xm4=+2 (qmm-l w"

(Dabei gilt für i > m per def. := = 0 und Am" := 0, ferner
ÄO := 1.)

Aufgabe 94:
' Für m E N4, ist

' v ;= K‚„[t] := {h e K[t] | h = o oder am) g m}
ein (m + 1)-dimensionaler Untervektorraum von K Zeigen Sie, dass durch

m m—1
._ r ._ - _ "-1 z - , 'Vhä ajtjemt] Dh .__ h ._ „am zu + 1)aJ+1t’

j=0 _7=1 1:0

ein Endomorphismus D E End(V) definiert wird, der nilpotent vom Index m + 1
ist, und bestimmen Sie eine geordnete Basis A von V mit MA(D) = N(m + 1).
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6. Übung zur Linearen Algebra II

(Abgabetermin: Mittwoch, den 04.06.2003, in den Übungsgruppen.)

Aufgabe 95: -
Seien n, k G N+. Zeigen Sie, dass alle Matrizen A G M„(C) mit Ak”: En diagonali-
sierbar sind und klassifizieren Sie alle derartigen Matrizen bis auf Ahnlichkeit.

Aufgabe 96:
0 > Sei f G End(R5) der nilpotente Endomorphismus des R5, der bzgl. der kanonischen - -

Basis des R5 die Matrix —
0 1 1 0 1
0 0 1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

besitzt. Bestimmen Sie eine direkte Summenzerlegung von R5 in bzgl. f zyklische
Untervektorräume.

_ Aufgabe 97:
Sei A G M„(C). Zeigen Sie, dass A und A‘ zueinander ähnlich sind.

0 Aufgabe 98: l
Sei

0 1 0 1
__ 0 1 0 0A .— _1 1 1 1 G M4(]R).

——1 1 0 2

Bestimmen Sie T G GL(4,IR) so, dass die Matrix i}AT Jordansche Normalform
besitzt.
Wie lautet das Minimalpolynom von A?

1



Aufgabe 99:
' 4 Aus der Analysis wird als bekannt vorausgesetzt, dass M„(R) = R” ein n2-dimen— _ _

sionaler R-Banachraum mit der Norm ||oo ist, wobei ||A||oo := _ _ }|a‚-‚-| für
2,] ,...,n A

A = (aij)‚-‚j=1„_„„. Zeigen Sie:

(i) Durch

v (A) -= f Ak <=«>AeMnüR) GXP -- k-O k!

wird eine Abbildung ‘
exp : M„(R) —> M„(]R)

. definiert, die Sogenannte Exponentialabbildung für Matrizen, (d.h. die rech-
te Seite von (*) ist konvergent in (M„(R),

(ii) Für alle A, B 6 M„(R) mit AB = BA gilt

. 6x904 + B) = exp(A) exp(B)- _
» i Zeigen Sie durch Angabe eines Beispiels im Fall n = 2, dass auf die Vor— '

i aussetzung AB = BA nicht verzichtet werden kann.

(iii) Für alle A E M„(]R) und C’ G GL(n‚ R) gilt
— —1

exp(C'A = Cexp(A) O . . '

(iv) Berechnen Sie exp(D) und exp(N) für
’ A1 o o o

D= _ ‚ N=N(n)= 1 _ eM„(]R).
0 ‚\„ O . 1 0

. u (V) Berechnen Sie exp(A) für .
——3 -1A—( 4 1 ).eM2(R)

durch Transformation von A auf Jordansche Normalform und Anwendung
von (iii) und (iv) bzw. Aufgabe 93.
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7. Übung zur Linearen Algebra II

(Abgabetermin: Mittwoch, den 18.06.2003, in den Übungsgruppen.)

l Aufgabe 100:
(Lineare homogene Difierentialgleichungssysteme 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten)

yoi
Seien A = (Ü/ij)1j‚j=1„_„n E M„(R), m0 E R und yg = f E R". Wir betrachten

Zion
die „Anfangswertaufgabe“

Q ' 1/(92) = 149(33), y(zo) = yo‚ (*) V '
d.h. ausführlicher: ’

( ) ( G11 am 5 (311013) ) ( 311(30) ) (Z101 5

“n1 ' ' ‘ ann 211x05) ynUFo) yOn

oder n i

Vie{1‚-..‚n} 315(56) = Z am" 111(95), 921130) = 2/0:-
j=1

Zeigen Sie:

- y : R ——> R", definiert durch " -

0 VzER 3: 9x13“? - iFo)A) 110,
ist Lösung von A _

(ii) Ist J C R ein offenes Intervall mit 2:0 E J und ist 5 : J —> R" eine Lösung
von (*), so gilt Ü: y|J, wobei y wie in

[Hinweisez Zu (i): Nutzen Sie Übungsaufgabe 990i). Zu (ii): Zeigen Sie, dass z(m) :=
exp(—(:c — mg)A) z J ——> R" verschwindende Ableitung besitzt.]

Aufgabe 101:
. —5 9 ’° ..Berechnen Sie __4 7 fur alle k E N+.

1



Aufgabe 102:
Sei

2 3 0 -3
l 3 1 0 —2

3 2 0 -3

Bestimmen Sie eine Basis A von R4 derart, dass MAM3A) Jordansche Normalform ‘
besitzt.

Aufgabe 103:
Wir wissen von einem Endomorphismus f G EndURG), dass Pf = (t — 2)4(t + 3)2‚
dim Eig2(f) = 2 und ö(mf) = 4. Wie sehen die möglichen Jordanschen Normalfor- _
men von f aus? Bitte begründen Sie Ihr Ergebnis ausführlich.

O Aufgabe 104:
Seien V ein lK-Vektorraum und ( ‚ ) ein Skalarprodukt auf V. Sei : V —> R
definiert durch Vvev := \/<’U‚’U). Zeigen Sie:

(i) Für alle u G V gilt
u=0 «a» ‘v’„€V(u,v)=0. r

(ii) mev IIu + vII’ + IIu — vIP = ZIIuII’ + 2IIvII2
Erklären Sie, warum diese Aussage als „Parallelogrammgleichung“ bezeich-
net wird. A
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8. Übung zur Linearen Algebra II

(Abgabetermin: Mittwoch, den 25.06.2003, in den Übungsgruppen.)

Aufgabe 105:
Sei V ein (nicht notwendig endlich-dimensionaler) K-Vektorraum. f E End(V) heißt
per def. unipotent, wenn f — idv E End(V) nilpotent _ist.

(i) Kann man unipotente und nilpotente Endomorphismen an ihren Eigenwer- i
ten erkennen?

4 (ii) Zeigen Sie, dass jeder unipotente Endomorphismus f E End(V) invertier- , _
bar ist.

v (iii) Sei N E M„(]R) eine nilpotente Matrix. Zeigen Sie, dass dann exp(N) E
M„(IR) unipotent ist, d.h per def., dass (bexpgv) E End(]R") unipotent ist.

Aufgabe 106:
(Produktzerlegung eines Automorphismus in einen diagonalisierbaren und unigotenten Anteil)

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und sei f E Aut(V) (d.h. per def.: f E
End(V) und f invertierbar). Das charakteristische Polynom Pf von f zerfalle in
Linearfaktoren. Sei f = g + h, wobei g, h E End(V), g diagonalisierbar, h nilpotent
und gh = hg. (Derartige g, h existieren nach Satz 7.51). Zeigen Sie:

(i) g E Aut(V)‚Nd.h. g ist inxiertierbar.
(ii) Es existiert h E Aut(V), h unipotent, mit

i f = 97l = 7m-

Aufgabe 107:
Orthonormalisieren Sie die folgenden vier Vektoren 211412413424 des R5 nach Gram-
Schmidt:

vl := (1,0, 0, 0, 0), v2 := (1,0, 1,0, 0), v3 := (1, 1, 1,0, 2), v4 := (2, 1,0, 2, 3).



_ Aufgabe 108: t „
Beweisen Sie, dass die Aussage

„Es existiert f G End(K2) \ {O} mit VUGKZ (v, f(v)) = 0“
im Falle 1K = (C falsch und im Falle 1K = R wahr ist.
Bestimmen Sie im Falle K = R darüber hinaus alle f G EndflRz) mit dieser Eigen-
schaft.

Aufgabe 109:
Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und A = (v1, . . . ,v„) eine geordnete
Basis von V. Ferner sei G = (gjk)j‚k=1„„‚„ G M„(K) eine positiv definite (insb. sym-
metrische bzw. hermitesche) Matrix. Zeigen Sie, dass dann durch

n n Tl

i 01'111» Zßkvk) I= Z gjkajßk
j=1 k=1 j,k=1 .

ein Skalarprodukt ( ‚ ) von V definiert wird mit ‘v’‚<‚ke{1‚___‚„} (vj, 11k) = gJ-k. h

Termin der 2. Klausur zur Linearen Algebra II: ‘
Mittwoch, den 24. September 2003, vormittags
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— 9. Übung zur Linearen Algebra II

(Abgabetermin: Mittwoch, den 02.07.2003, in den Übungsgruppen.)

Aufgabe 110: .

(i) Beweisen Sie, dass durch

0 äl )a( yl ))* 3= 7311/1 - 56192 - 1323/1 + 4162112
2 92

ein Skalarprodukt ( , )‚. auf R2 definiert wird.
(ii) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von R2 bzgl. dieses Skalarproduktes

(‚ )=«-

Aufgabe 111:
2

Sei V := R3 und sei W := R ( 1 Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von
5

Wi.

Aufgabe 112:
Sei V der (unendlich dimensionale) R-Vektorraum aller stetigen Funktionen
[0,1] —> R mit dem Skalarprodukt (f, g) := [O1 f(x)g(m) da: (vgl. 8.2, i
Zeigen Sie, dass die Abbildung L : V —+ V*, g +——> . . ‚g) injektiv, aber nicht surjek-

- tiv ist.
(Tipp: go E V*, definiert durch Vfev <p(f) := f(0), ist nicht Element Von L(V).)

1



Aufgabe 113:
Sei V ein n-dimensionaler lK-Vektorraum mit einem Skalarprodukt. Sei f E End(V)

- und sei M := {A E 1K | A Eigenwert von f Zeigen Sie:

(i) Folgende drei Aussagen sind paarweise äquivalent:

(a) f ist eine Orthogonalprojektion, d.h. es existiert ein Untervektorraum
i WvonVmitf=Pw,

(b)f*=f11ndf2=f‚l i

(c) f* = f und M C {0‚1}.. ‘

(ii) Folgende drei Aussagen sind paarweise äquivalent:

- (a) f ist eine Orthogonalspiegelung‚ d.h.ies existiert ein Untervektorraum '
O WvonVmitf=Sw, ‚

(b) f* = f und f2 = idV, ‚

(c) f* = f und M C {—l1,1}.

Aufgabe 114:
(Ein alternativer „analytischer Beweis“ des Satzes, dass jeder selbstadjungierte
Endomorphismus eines euklidischen Vektorraumes einen Eigenwert besitzt)

Sei V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und sei f E End(V) selbstad- '
jungiert. Zeigen Sie der Reihe nach:

I S := {v E V | = 1} ist eine kompakte Teilmenge von V und die
Funktion h : S ——> R, definiert durch V965 h(v) := (f (v), v), nimmt an einer

. Stelle u E S ihren maximalen Wert an.
(ii) Für jedes w E S n (Ruf hat die Funktion ww : R —> R, definiert durch

Vtem z[2‚„(t) := h(cos(t)u+sin(t)w), die Eigenschaft w{„(O) = 2(f(u), w) = 0.
(iii) Es existiert /\ E R mit f = Au, also besitzt f einen Eigenwert.
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10. Übung zur Linearen Algebra II

(Abgabetermin: Mittwoch, den 09.07.2003, in den Übungsgruppen.)

Aufgabe 115:
Sei V ein n-dimensionaler lK-Vektorraum mit einem Skalarprodukt und sei
f E End(V). Zeigen Sie:

(i) Kern(f*) = Bi1d(f)l,
(ii) Bild(f*) = Kern(f)i,

O (iii) Rang(f*) = Rang(f).

_ Aufgabe 116: . _
Seien v1 := (1‚2)‚v2 := (0,—1) E R2, also ‚A = (111,02) Basis von R2, und sei
f E End(R2) der eindeutig bestimmte Endomorphismus des R2 mit

0 -1
MA(f):(__9 2

Zeigen Sie:

(i) f ist selbstadjungiert (bzgl. des kanonischen Skalarprodukts ( , ) auf R2).
Berechnen Sie dazu Mg2(f

(ii) f ist nicht selbstadjungiert bzgl. des Skalarproduktes ( ‚ )0 auf R2, das
charakterisiert ist durch (vi, 113% = 6,-," für alle i, j E {1, 2}. Berechnen Sie

O den zu f adjungierten Endomorphismus f*=( ’ >° E End(V) bzgl. ( , )o sowie
M82(f*2( v >13).

Aufgabe 117: i
Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt und sei
f E End(V). Zeigen Sie:

(i) f ist normal <=> vwev (f*(v), f*(w)) = (‚cm f(w)).
(ii) f ist nilpotent <=> f* ist nilpotent.
(iii) Im Falle K = (C gilt:

f ist selbstadjungiert<=> f ist normal und alle Eigenwerte von f sind reell.
1



Aufgabe 118: 2 _
Wegen der Isomorphie des lK-Vektorraums M„(K) zu K!" ) wird durch

d (A, B) := z („J
j,lc=1

für alle A = (ajk)j„„=1‚„_‚„,B = (bJ-k)‚-‚k=1‚„_‚„ offenbar ein Skalarprodukt ( , ) auf
_M„(]K) definiert. Zeigen Sie: V

(i) VA‚BeM„(K) (A, B> = spur(AB*>.
(ü) VABEMAK) IIABII S IIAIIIIBII-
(iii) Für jedes C E M„(IK) gilt für die Linksmultiplikation

Lg : M„(K) —> M„(K), definiert durch VAGMAK) Lg(A) := CA:
- Lc E End(M„(lK)) und (Lc = LC* c> C = 0*).

Aufgabe 119:
0 Sei V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum‚ seien v1, . . .‚v„ E V und sei

f E End(V). Zeigen Sie:

V„(Par(f(v1)‚. . .,f(v„))) = |det(f)| V„(Par(v1‚.. .,v„)).

Die Fachschaft lässt mitteilen:

_ Am Freitag, den 4. Juli 2003, startet um 19:00 Uhr _ _
unser SOMMER(GR‚ILL-)FEST auf dem Parkplatz
des MI. Ihr seid alle herzlich eingeladen!!!
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11. Übung zur Linearen Algebra II

(Abgabetermin: Mittwoch, den 16.07.2003, in den Übungsgruppen.)

Aufgabe 120:
Seien v, w G R2 \ {0} und sei a := 4(1), w). Zeigen Sie:

(i) det(v‚w) > 0 2 ü = emü,
(ii) det(v,w) < 0 => ü = e“°‘|%|.

Aufgabe 121: (Ein analytischer Beweis des Satzes von der Winkelsumme im Dreieck)

Seien a, b, c drei Punkte des euklidischen Vektorraums R2, die nicht auf einer Geraden
‚ liegen. Dann heißt A := (a, b, c) ein (nicht-entartetes) Dreieck mit den Eckpunkten

a, b, c. Sei a bzw. ß bzw. 7 der Winkel des Dreiecks A im Eckpunkt a bzw. b bzw. c,
d.h. per def.:

a := A)(b—a,c—a), ‚ßz: z)(c—b‚a—b)‚ 7:: L)(a—c‚b—c).
Beweisen Sie: a + ß + 7 = 7r.

[Tipp: Zeigen Sie zunächst
det(b—a,c—a) =det(c—b‚a—b) =det(a—c,b—c) 790

und wenden Sie Aufgabe 120 an.]

Aufgabe 122:
Beweisen Sie Satz 8.41 der Vorlesung (über das orientierte n-dimensionale Volumen '
von n-Parallelotopen in einem n-dimensionalen euklidischen orientierten Vektor-
raum).

Aufgabe 123:
Sei A = (a, b, c) ein nicht-entartetes Dreieck im euklidischen Vektorraum R2. Zeigen
Sie: Die drei Mittelsenkrechten von A schneiden sich in genau einem Punkt m E R2.
Es gilt |m — a| = |m — b| = Im — c| =: r E IR+. a, b und c liegen also auf dem Kreis
um m vom_ Radius r, dem sogenannten „Umkreis von A“.

1
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0 ABBILDUNG 1. Die EULER-Gerade in einem spitz- bzw. einem
stumpfwinkligen Dreieck

Aufgabe 124: (Über die „Eulersche Gerade“ eines Dreiecks, nach Euler (1763))

Sei A = (a, b, c) ein (nicht-entartetes) Dreieck im euklidischen Vektorraum R2. Wir
setzen voraus, dass der Umkreis von A (vgl. Aufgabe 123) den Nullpunkt 0 des R2
als Mittelpunkt hat und den Radius r E R+ besitzt, (also |a| = |b| = |c| = r). Zeigen
Sie: -

’ m = 0 ist der Schnittpunkt der drei Mittelsenkrechten, s := %(a + b + c) ’ '
ist der Schnittpunkt der drei Seitenhalbierenden, h := a + b + c ist der
Schnittpunkt der drei flöhen von A.

(ii) A ist genau dann gleichseitig (d.h. per def.: |a—b| = |b— c| = |c—a|), wenn
a+b+c=0gilt. _

(iii) Entweder ist A gleichseitig (in diesem Fall gilt m = s = h), oder die drei
Punkte m, s, h sind voneinander verschieden und liegen auf einer Geraden,
der sog. „Eu1erschen Geraden“ von A. Auf dieser Geraden liegt s zwischen

0 m und h, und der Abstand von s zu h ist doppelt so groß wie der Ab-
stand von s zu m (vergleiche Abbildung 1). Natürlich gelten die Aussagen '
von (iii) dann auch für beliebige nicht-entartete Dreiecke in R2 (ohne die
Vorraussetzung m = O).

(iv) Berechnen Sie für das Dreieck A’ in R2 mit den Eckpunkten a’ := (0, 0), b’ :=
(x/S, 0), c’ := (0, 1) die Eulersche Gerade sowie die Schnittpunkte m’ bzw. s’
bzw. h’ der drei Mittelsenkrechten bzw. Seitenhalbierenden bzw. Höhen von. A) . .
Man kann zeigen, dass sich auch die drei Winkelhalbierenden eines Drei-
ecks in R2 in einem Punkt treffen. Berechnen Sie auch den Schnittpunkt w’
der Winkelhalbierenden von A’ und stellen Sie fest, dass w’ nicht auf der
Eulerschen Geraden von A’ liegt. (Skizze!)
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' 12. Übung zur Linearen Algebra II ' '
(Abgabetermin: Mittwoch, den 23.07.2003, in den Übungsgruppen.)

Aufgabe 125: (Der „Feuerbach-Kreis“ eines Dreiecks, nach Feuerbach (1822))

v c

\
\\ I

. \ I .
\ h .

o /„/ |\
‚ - I . v .

I

Sei A = (a, b, c) ein nicht-entartetes Dreieck im euklidischen Vektorraum R2, dessen
Umkreis den Radius r G R+ besitzt.

(i) Der „Feuerbach-Kreis“ von A ist definiert als der eindeutig bestimmte Kreis
F in R2 durch die Mittelpunkte %(b + c), %(c + a), %(a + b) der drei Seiten
von A. Zeigen Sie:
(1) Der Mittelpunkt f des Kreises F ist gleich + h). f liegt also auf

der Eulerschen Geraden genau in der Mitte zwischen m und h, ferner
gilt 3s = m+2f.

O (2) Der Radius des Kreises F ist gleich g, also gleich dem halben Umkreis-
radius.

' (3) Auf F liegen auch die Fußpunkte der drei Höhen. l 4
(4) Auf F liegen auch die Mittelpunkte %(a + h), %(b + h), %(c + h) der

drei Höhenabschnitte zwischen den Eckpunkten und dem Höhenschnitt-
punkt h.

[Tipp: Offenbar genügt es, den Beweis für den Fall zu führen, dass A den -
Nullpunkt des R2 als Umkreismittelpunkt besitzt. Dann gelten also die For-
meln für m, s und h in Aufgabe 124(i), und es ist zu zeigen, dass f = %(a+

n b-l- Der Fußpunkt der Höhe durch c ist gleich + — ä-b,
(i1) Sei A das Dreieck wie in Aufgabe 124(iv). Skizzieren Sie noch einmal A

zusammen mit dem Umkreis und dem Feuerbach-Kreis. Wie liegen der -
Umkreis und der Feuerbach-Kreis relativ zueinander?

1



Aufgabe 126:
Sei V ein 3—dimensionaler euklidischer orientierter Vektorraum und seien a, b, c E V.
Zeigen Sie

(i) die Grassmann-Identität a x (b x c) = (a, c)b — (a, b)c
(ii) die Jacobi-Identität a >< (b x c) + b >< (c >< a) + c x (a x b) = O

Aufgabe 127:
(Wie man interessante Abstände im R3 mit Hilfe des Vektorprodukts berechnen kann)

Seien im Folgenden a, b, c, d und p Punkte des euklidischen orientierten Vektorraums
R3. Zeigen Sie: _

(i) Gelte a 7€ b. G“ C R3 bezeichne die Gerade des R3 durch a und b. Dann
l gilt für den Abstand des Punktes p von der Geraden G“,

. b _ _ .distcp, an) := minnnp — zu Im e an} =
Q (ii) Angenommen a, b, c liegen nicht auf einer Geraden. E“; C R3 bezeichne

die Ebene des R3 durch a, b und c. Dann gilt für den Abstand des Punktes
p von der Ebene Ea’b‚c

. . |((b-a)><(c-a)‚P-a)ldist p, Ea, ,6) := min p— a: |2 E Ea, ‚c =e.r ‘ " {" " "l u(b«a>><<c—a)n
(iii) Angenommen a, b, c, d liegen nicht in einer. Ebene. Dann gilt für den Ab-

stand der Geraden G” und G“

. . b - d - ‚ -d1st(Ga„„ G“) := mm{||x—yl| l a: E G“ und y e Gcyd} = > O.

Aufgabe 128:
Sei V ein n-dimensionaler lK-Vektorraum mit einem Skalarprodukt. Zeigen Sie:

(i) Für je zwei selbstadjungierte Endomorphismen f, g von V mit
VueV (f (UM) = (901),?!) gilt f = g-

‘ (ii) Ein beliebiger Endomorphismus f von V ist genau dann normal, wenn
VveV ||f(v)|| = ||f*(v)|| gilt.

Aufgabe 129:
Wir betrachten Mn wie in Aufgabe 118 als n2-dimensionalen lK-Vektorraum mit
dem Skalarprodukt (A, B) = Spur(AB*). Zeigen Sie:

(i) Alle orthogonalen Matrizen in M„(R) haben die Norm l
.. .. . . . . h t ' ' h t(11) Fur Jedes t E R 1st die Matrix < 1201:1502) ) E MAC) '

orthogonal.
(iii) Die orthogonalen Matrizen in M„(<C) können im Falle n 2 2 beliebig große

Normen haben.
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13. Übung zur Linearen Algebra II

(Abgabetermin: Mittwoch, den 30.07.2003, in den Übungsgruppen.)

Aufgabe 130:
Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit einem Skalarprodukt und sei W ein
Untervektorraum von V. Zeigen Sie: Die Orthogonalspiegelung Sw E End(V) von
V an W ist isometrisch, (d.h. Sw E O(V) im Falle K = lR und Sw E U(V) im Falle
1K = (C).

v _ Aufgabe 131: ‚

(i) Sei A := ( __S1C:;0(p ) E 0(2), wobei cp E R. Zeigen Sie: <I>A E O(lR2) q

ist die Orthogonalspiegelung Sa von R2 an der Geraden G := Relg. _

(ii) Sei B := ( Zälsnww ) E 0(2), wobei (,0 E R. Zeigen Sie: <I>B E O(R2)
ist die Komposition zweier Orthogonalspiegelungen an Geraden des R2.
Geben Sie explizit zwei Geraden G1, G2 des R2 an mit (1)3 = SgzSgl.

Aufgabe 132:

(i) Zeigen Sie: Jedes f E SO(R3) := {g E O(R3) | detg = 1} besitzt 1 als
Eigenwert und hat folglich einen von 0 verschiedenen Fixpunkt.

O Jedes f E O(R3) \ SO(R3) = {g E O(lR3) | detg = —1} besitzt —1 als
' Eigenwert. V i '

(ii) (Eine Aufgabe zum Start des 1. FC Köln in die Bundesliga)
Wir nehmen an, bei einem Fußballspiel werde nur ein Ball benutzt. Zeigen

A Sie: Auf der Oberfläche des Balles gibt es mindestens zwei Punkte, die
A sich zu Beginn der ersten und der zweiten Halbzeit (wenn der Ball genau

auf dem Anstoßpunkt liegt) an der gleichen Stelle im ungebenden Raum
befinden.

i 1



Aufgabe 133:
Sei A E GL(n‚ (C). Zeigen Sie:

(i) A*A ist hermitesch und positiv definit.
(ii) Es existiert eine hermitesche und positiv definite Matrix B mit B2 = A*A. v

_ (m) U := AB e um). .
(iv) A = UB mit U E U(n) und B E GL(n, (C) hermitesch und positiv definit.

i Aufgabe 134: '

(i) Sei P E R[t] ein Polynom mit 8P = n E N+. Zeigen Sie, dass dann endlich
viele Polynome Q1, . . . , Qk E R[t] existieren mit

P = Q1 ' - » - ' Qk und Vi€{1,...,k} ÖQi E {L2}-
(ii) Sei V ein n-dimensionaler lR-Vektorraum und sei f E End(V). Zeigen

0 Sie, dass dann ein f-invarianter Untervektorraum W von V existiert mit
dimW E {1, 2}. .
[Tipp: Benutze und den Satz von Cayley-Hamilton]

Termin der Klausur zur Linearen Algebra II
Samstag, den 2. August 2003, 14:30 — 17:30 Uhr, Aula Hauptgebäude

Termin der Wiederholungsklausur zur Linearen Algebra II
Mittwoch, den 24. September 2003, 9:30 — 12:30 Uhr, Aula 1
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